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Sistemas de reescritura de téerminos

Motivacion y Objetivos

* Hemos estudiado la logica ecuacional como
fundamentacion de la programacion funcional
(aproximacion algebraica).

* Un conjunto de ecuaciones podia asimilarse a un
programa y el problema de la validez a un proceso
de reduccion (sintactico):

* La ecuacion s ~ t es valida si el s puede
transformase en ¢ (0 ambos “convergen” a un

mismo término).
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Sistemas de reescritura de téerminos

Motivacion y Objetivos

* Ejemplo (Axiomas de Grupo): Dado un conjunto de
ecuaciones, &,

X+0=X (61) —X+X=0 (63)
0+X =X (e2) X+Y+2)=(X+Y)+Z (e4q)

comprobamos que £ + —(—X) =~ X, reduciendo
—(—X)a X

—(-X) ~ —(-X)+0 = —(-X)+(-X+X)
~ (—(-X)+-X)+X = 0+X = X
. Lenguajes Integrados Multiparadigma— p.4/72



Sistemas de reescritura de téerminos

Motivacion y Objetivos
» Para efectuar una reduccion, en cada paso deben
tomarse ciertas decisiones y precauciones:

* Elegir el axioma ecuacional apropiado y usarlo
en el sentido adecuado.

* Encontar la sustitucion justa.

* Elegir el camino adecuado para evitar
reducciones infinitas.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Motivacion y Objetivos

* Respecto a evitar reducciones infinitas, que las
ecuaciones puedan emplearse en ambos sentidos
es una desventaja:

* En la anterior reduccion se podria haber
procedido asi:

~(=X) ~ = (-

~ —(—

— (—X)
(=X ...

+
o O
X
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Sistemas de reescritura de téerminos

Motivacion y Objetivos

* Una forma de resolver el problema es utilizar las
ecuaciones como ecuaciones orientadas (e.g., de
Izquierda a derecha).

* Esto nos lleva al concepto de sistema de
reescritura de términos.

X+0—X (R — X +X —0 (Rs,
0+X =X (R) X+(Y+2) = (X+Y)+2Z (Ra
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Sistemas de reescritura de téerminos

Motivacion y Objetivos

* Sin embargo, para el problema que nos ocupa,
esta manipulacion no es suficiente:

* El téermino — — X no puede reducirse a X (0
viceversa)

* Tampoco pueden reducirse a un mismo
termino.

* Los términos — — X y X son formas irreducibles
(formas normales) distintas.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Motivacion y Objetivos
* Habiamos probado que — — X ~ X.

* Pero hemos sido incapaces de probar la
identidad de — — X y X usando reglas de
reescritura.

* Problema: El sistema de reglas generado no es
capaz de reproducir las propiedades del sistema
de ecuaciones original.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Motivacion y Objetivos

* Para que la reescritura sea una herramienta util
debemos construir sistemas reglas (a partie de un
sistema de ecuaciones £) con las siguientes
propiedades:

* Los terminos tengan una unica forma normal.

. Lenguajes Integrados Multiparadigma— p.10/73



Sistemas de reescritura de téerminos

Motivacion y Objetivos

* Para que la reescritura sea una herramienta util
debemos construir sistemas reglas (a partie de un
sistema de ecuaciones £) con las siguientes
propiedades:

* Los terminos tengan una unica forma normal.

» Las cadenas de reduccidon no sean infinitas.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Motivacion y Objetivos

* Para que la reescritura sea una herramienta util
debemos construir sistemas reglas (a partie de un
sistema de ecuaciones £) con las siguientes
propiedades:

* Los terminos tengan una unica forma normal.
» Las cadenas de reduccidon no sean infinitas.

* El sistema sea correcto y completo para €£.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Motivacion y Objetivos

* Observacion: ES posible completar el sistema de
reglas de nuestro ejemplo para que cumpla estas
propiedades.

* Conclusion: Los sistemas de reescritura de
terminos puden ser utiles para la mecanizacion
del razonamiento ecuacional.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Motivacion y Objetivos

* Objetivo: Estudiar los sistemas de reescritura de
terminos y algunas de sus propiedades mas
Importantes (que aseguren la correcion y
completitud con respecto al calculo original).

» Estudiaremos principalmente:
* Confluencia.
* Terminacion.
» Estrategias de reescritura.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos

 Ciertas propiedades basicas de los sistemas de
reescritura de términos pueden estudiarse de
forma abstracta, independientemente de la
estructura de las expresiones involucradas.

* Un sistema de reduccion abstracto es un par
(A, —) donde:

1. Aesunconjuntoy

2. — unarelacion binaria sobre A (relacion de
reduccion).
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos

* Ejemplo: Sea el conjunto A = {a,b, ¢,d}. Podemos
definir la relacion — = {(b, a), (b, ¢), (¢, b), {c,d)}

7 T

a-=-——0D c—»d

N—_

* Notacién: escribimos a« — b en lugar de (a,b) e—.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos

* Una secuencia de reduccion finita (de longitud n)
es una secuencia ag, as, . . ., a, de n + 1 elementos
de Atal que, paratodo1 <i<mn,a; — aji1.

°* Notacion: ag — a2 — ... — Q.
» Se dice que a, €s un reducto de ay.

° a; — a;+1 €S un paso de reduccion,

°* Ejemplo:. b —c— b — a.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos

* Definiciones y Notaciones.:

* (Identidad) -V = {{z,2) |z € A}.
* (potencia i + 1) il = 50 5t

* (cierre reflexivo) -~ = — U =Y
* (cierre transitivo) —t = Ujsg —"

* (cierre reflexivo y transitivo) —* = —T U =Y,
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos

* Definiciones y Notaciones.:

* (nversa) «— = —"! = {{y2)]x—y}.
* (cierre simétrico) — = = U .

* (cierre simétrico transitivo) S o= (o)t
* (cierre simétrico reflexivo y transitivo) < = («)*.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos

» Nomenclatura: < se denomina relacion de
convertibilidad.

* Ejercicio: Hallar =Y, —3, —=, -+ y —* para el SRA
de la pagina 14.

* Ejercicio: Mostrar que < es la menor relacion de
equivalencia gue contiene a —.

. Lenguajes Integrados Multiparadigma— p.18/73



Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos

* Definiciones y Notaciones:
* q es reducible sii existe un b tal que a — b.

* ¢ estd forma normal (es ireducible) sii no es
reducible.

* ces unaformanormalde aslia —*cyces
irreducible.

* a'y bson joinables (denotado « | b) Sii existe un
c tal que a —* ¢ *— b.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos

* Ejemplo: Dado el SRA de la pagina 14, a y d son
formas normales. Ambos elementos son reductos
de b0 ec.

* Ejemplo: Sea el conjunto A = {a,b, }. Podemos
definir la relacion — = {(a, a), {(a,b), (b,a)}

Q Este SRA no contiene
"~ formas normales, pero «
y b son joinables.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos

* Definiciones y Notaciones: Una relacion de
reduccién, —, se dice que

» es Church—Rosser sii (Va,b)(a < b = a | b).
* es confluente sii (Va,b,c)(a *—c—"b = a | b).

* es semiconfluente sii
(Va,b,c)(a+—c—"b = alb).

* Un SRA (A, —) es confluente si — es confluente

(Idem. resto de propiedades).
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos

a * b C * b C b
* * * * * *
v I |
A% aV__ vV d aVl . vV d
C * *
Church—Rosser Confluente Semiconfluente

* Las lineas continuas expresan cuantificacion
universal; las discontinuas existencial.

* Ejercicio. Comprobar que el SRA de la pagina 14
no es confluente.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos

* Definiciones y Notaciones: Una relacion de
reduccién, —, se dice que

* es terminante (o noetheriana) sii no existen
secuencias de reduccion infinitas.

* es normalizante sii todo elemento tiene una
forma normal.

* es canonico (o convergente) sii es confluente y
terminante.

. Lenguajes Integrados Multiparadigma— p.23/73



Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos

* Ejemplo: ninguno de los SRA analizados hasta
ahora es terminante.

* Ejemplo: El conjunto (estrictamente) ordenado
(N, <), visto como SRA, es terminante.

* Observacion: Relacion terminante equivale a
relacion bien fundada. Por consiguiente, sobre un
SRA terminante puede aplicarse el principio de
iInduccion completo (o principio de induccion
noetheriano).
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos

» Toda relacidon terminante es normalizante (¢ por
gué?). Lo contrario no es cierto.

* Ejemplo: La siguiente relacion es normalizante
pero no es terminante.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos: Resultados sobre
confluencia

* Proposicion: Sea una relacion —C A x A confluente.
Si a € A tiene una forma normal, ésta es unica.

* Ejercicio: demostrar por reduccion al absurdo.

* Observacion: La confluencia permite la
Implementacion determinista de los computos, ya
gue, cualquiera que sea la secuencia de reduccion
gue sigamos, computaremos la misma (Unica)
forma normal.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos: Resultados sobre
confluencia

* Teorema. SI — es una relacion de reduccion, las
siguientes proposiciones son equivalentes:

1. — tiene la propiedad de Church—Rosser.

2. — es confluente.

3. — es semiconfluente.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos: Resultados sobre
confluencia

* Observacion: Para comprobar gue un SRA es
confluente hay que estudiar puntos “divergentes”
de longitud arbitraria (i.e., a *< ¢ —* b). ESte es un
problema dificil.

* Solucion: localizar la confluencia estudiar puntos
“divergentes” de un paso de longitud (i.e.,
a «— ¢ — b).
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos: Resultados sobre
confluencia

* Definiciones y Notaciones: Una relacion de
reduccioén, —, se dice que

* es localmente confluente sii
(Va,b,c)(a+—c—b = alb).

* es fuertemente confluente sii
(Va,b,c)(a +—c—b = (3d) a == d*D).
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos: Resultados sobre
confluencia

c * b c b c b
| | |
|
aV_________ ) V d a¥ _________ ) vV d a¥ _ ________ Y d
* * —
Confluente L ocalmente confluente Fuertemente confluente

* Proposicion: Toda relacion fuertemente confluente
es confluente.

* Proposicion [Lema de Newman]: Una relacion

terminante y localmente confluente es confluente.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de Reduccion Abstractos: Convergencia

* Proposicion: Si — es convergente, a < b Siia |=1 |.

* Observacion: Este resultado proporciona un test
para la equivalencia de dos elementos a v b:

1. Reducir a y b hasta alcanzar su forma normal
alyb].
2. comprobar que a | y b | son iguales.

* Observacion: Si < coincide con ~¢ tendremos un
mecanismo de decision para el problema de la

validez.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Istemas de reescritura de terminos y relacion de reescritura

* Una regla de reescritura es un par ordenado (I, r),
escrito [ — r, donde

1. LireT(F,X),
2. 1€XYy
3. Var(r) C Var(l).

* | se denomina la parte izquierda (lhs) y » la parte
derecha (rhs).
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Sistemas de reescritura de téerminos

Istemas de reescritura de terminos y relacion de reescritura

* Ejemplo: reglas de reescritura validas:

if (True,x,y) — x
from(x) — x : from(S(x))

first(S(x),y: z) — y: first(x, z)
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Sistemas de reescritura de téerminos

Istemas de reescritura de terminos y relacion de reescritura

* Ejemplo: expresiones que no son reglas de
reescritura:

g(xz,y) — f(g,b) La rhs no es un término
r — f(x) La parte izquierda es una variable
flx) —y No se cumple la condicion 3
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de reescritura de términos y relacion de reescritura

* Si no se cumple la condicidon 3, decimos que [ — r
es una regla de reescritura con variables extra.

* Un Sistema de Reescritura de Terminos (TRS) es
un par R = (¥, R) donde R es un conjunto finito de
reglas de reescritura.

* La nocion estandar de TRS prohibe la presencia
de reglas de reescritura con variables extra.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de reescritura de términos y relacion de reescritura

* Ejemplo de TRS:

Ry :if(True,x,y) - x  Rs:and(True,x) — x

Ro :if(False,x,y) —y  Rg:and(False,y) — False
R3:Cero+x — x

Ry:S(x)+y— S +y)

* Muchas veces identificaremos el TRS R con el
conjunto de reglas R.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de reescritura de términos y relacion de reescritura

* Convenciones y notaciones.

* L(R): El conjunto de las partes izquierdas de
un TRS.

* Toda instancia ¢(!) de una lhs i € L(R) de una
regla es un redex.

* Posr(t): El conjunto de posiciones de redexes
en un termino .
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de reescritura de términos y relacion de reescritura

* Las reglas de reescritura de un TRS inducen una
relacion de reduccion — entre los términos.

* [Relacion de Reescritura]
Un término ¢ se reescribe al termino s (en la
posicion p), escrito t—x,, .S, S|

1. existe una posicion p € Pos(t),
2. unaregladereescrituraa:l —ry
3. una substitucion o con t|, = o(l) Y s = tlo(r)],.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de reescritura de términos y relacion de reescritura

* Decimos que ¢|, es el redex de ¢ que se ha
contraido (o reducido) y que «(r) es su contracto.

* Observacion: Escribiremos t—, s, t —, s 0t — s
cuando no sea necesario especificar el TRS R, la
regla y/o la posicion.

* El par (T(F,X),—x) es el sistema de reduccion
abstracto asociado al TRS R.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Sistemas de reescritura de terminos y relacion de reescritura

* Ejercicio: Para el TRS de la pagina 36, calcular los
distintos pasos de reescritura que pueden darse
con el termino
t = 1f(and(True, False),Cero+ S(Cero), Cero).

* Ejercicio: Dados los terminos ¢ = f(h(h(a)), h(x)) Y
s = f(h(h(a)),h(a))y el TRS

Ry : h(h(x)) — h(z) R2:h(a) —a Rs3: f(zx,x) —x

Obtener todas las secuencias de reescritura a
partirde t y s.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Relacion de reescritura y problema de la validez

* Proposicion: Sea el TRS R = (F, R), larelacion —5
es la minima relacion en 7 (F, X) que:

1. RC—y
[->r contienea R,1.e.,, (Il —>r)e R = | —gr];
2. (Vs,teT)(VfeF)(s—rt= f(.s.) =r [(,1,.))
[Compatible bajo las operaciones de F];
3. (Vs,t €eT)(Vo)(s >rt = o(s) =g o(t))

[Estable bajo sustituciones];
. Lenguajes Integrados Multiparadigma— p.41/73



Sistemas de reescritura de téerminos

Relacion de reescritura y problema de la validez

» Una relacion binaria — sobre 7 (F, X) es estable
bajo las operaciones de F sii

VfeF)Vsi,...,sn,t1,...,tn €T)
[s1 =t A ASy =t = f(5) — ftn)].

* Lema: Sea una relacion binaria — sobre 7 (F, X),
reflexiva y transitiva. Entonces, — es estable bajo
las operaciones de F sii es compatible bajo las

operaciones de F.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Relacion de reescritura y problema de la validez

* Teorema: Sea R un TRS. &4 es la minima
congruencia sobre 7 (F, X)) que contiene a R Yy es
estable bajo substituciones.

* Corolario: Sea £ un conjunto de ecuaciones y R el
TRS que resulta de orientan (convenientemente)
las ecuaciones de €£.

(Vs,t € T)(s Spte b s~t)

» Por tanto, se cumple que &% es equivalente a ~.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Relacion de reescritura y problema de la validez

* El teorema anterior junto a las observaciones de la
pagina 31 proporcionan un procedimiento de
decision para el problema de la validez cuando
trabajamos con TRS convergentes.

* Este resultado justifica la importancia de las
propiedades de terminacion y confluencia y la
necesidad de una mejor caracterizacion en el
ambito de los TRSs.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

* Dadas dosreglas oy : l1 — 1 Y as : I — ro para las
que existe una posicion p € FPos(ly) tal que [1], Yy
l> unifican con mgu o, entonces el par de reductos
(o(r1),0(l1)[o(r2)],,) €S un par critico.

° a1 Y as NO comparten variables, para lo que
pueden ser renombradas si es preciso.

* Excluimos el caso trivial a; = as Y cuando p = A.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

* Un par critico (t,s), cont =o(r1) Yy s = o(ly)[o(r2)]p
* es un cubrimiento (overlay) si p = A;

* es trivial sit = s;
° es convergente sit | s.

* Ejemplo: El TRS {¢(B,a) — B, a — B} tiene un par
critico (¢(B,a)[B]2, B) = {¢(B, B), B) que No es
convergente.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

* Ejemplo: El TRS
{9(B,a) — B, a — B, g(B,B) — B}

tiene un unico par critico (¢(B,a)[B]2, B)
= (¢(B, B), B) que es convergente.

* Un TRS es lineal por la izquierda si para toda
| € L(R), l es un término lineal (i.e., sin variables
repetidas).
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Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

* Un TRS R se dice ortogonal si es
1. Lineal por la izquierda.

2. R no contiene pares criticos [(fuertemente) no
ambiguo]

» También se dice que las |Ihs de las reglas de R no
solapan.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

* Un TRS R se dice ortogonal si es
1. Lineal por la izquierda.

2. R no contiene pares criticos [(fuertemente) no
ambiguo]

* La ausencia de pares criticos en un sistema
ortogonal tiene un significado muy intuitivo en
téerminos del concepto de patron de una regla.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

* Un TRS R se dice ortogonal si es
1. Lineal por la izquierda.

2. R no contiene pares criticos [(fuertemente) no
ambiguo]

* Un patron de una regla es una |Ihs en la que las
variables se han sustituido por “huecos” (O).

* Ejemplo: El patron de la regla and(True, z) — x €s:
and(True, )
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Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

* Ejemplo: El siguiente TRS es ortogonal:

Ry :and(True,x) — x; Rs : or(true,x) — true

Rs : and(False,x) — False; Ry : or(true, x) — true

* Es lineal por la izquierda y los patrones de las
reglas no solapan:

oy N 4
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Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

* En un TRS ortogonal, los patrones de las reglas
gue aparecen en un término no solapan (a pesar
de que algunos redexes puedan solapar).

- T
A 4
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* Ejemplo:




Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

* Ejemplo: El siguiente TRS no es ortogonal.

Ry :or(True,x) — True;  Rg:or(xz,True) — True;
Rs : or(False, False) — False

* Los patrones de las reglas R, y R, solapan:
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Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

* En un TRS ortogonal tiene sentido en concepto de
descendiente (o residuo) de un redex.

* El conjunto v\ A de descendientes del redex ¢|, a
traves de A : t—y, 45 €S un subconjunto de Pos(s)
definido como sigue:

0 SI v="u

N\NA =< {v} si (v]uVv<u)

\ {uwivy | 7|y, =2} si (v=uvwov Al|y,=2€ X

. Lenguajes Integrados Multiparadigma— p.52/73



Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

* Intuitivamente, el concepto de descendiente
puede entenderse como sigue:

1. marcamos la raiz del redex ¢|,;

2. damos el paso t—y, s para obtener s
[u,a]
(manteniendo las marcas introducidas);

3. Las posiciones p (respec., los terminos ¢t|,) que
aparecen marcadas (marcados en su raiz) en el
termino s son las (los) descendientes de v (¢,).
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Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.
* Ejemplo: dado el TRS
{Ry: f(z,y) — g(z,z); Ro:a— b},

la figura muestra los descendientes del redex a en
la posicion 1.1 para la derivacion.

N LN LN
/\ AVAY AVAY
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Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

* Los TRSs ortogonales tienen la propiedad de que
los descendientes de un redex continuan siendo
redexes.

/\ —_ /\ —_ /\
/\ /\/\ /\ /\
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Lineales por laizquierda

Cuasi ortogonales

Ortogonales

Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

* La condicion de no ambigtiedad (fuerte) puede
relajarse para dar lugar a clases, sucesivamente
mas amplias, de TRSs.

* Un SRT lineal por la izquierda cu:
yos pares criticos son cubrimien
tos triviales, se denomina cuas
ortogonal (almost orthogonal.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

La condicion de no ambigledad (fuerte) puede
relajarse para dar lugar a clases, sucesivamente
mas amplias, de TRSs.

Lineales por laizquierda

Cuasi ortogonales

Ortogonales

* Siun TRS solo tiene pares criticos
triviales se denomina debilmente
ortogonal (weakly orthogonal).
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Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

* Ejercicio. Comprobar que el siguiente TRS es
cuasiortogonal.

Ry :or(True,x) — True;  Ro:or(z,True) — True;

Rs : or(False, False) — False

* Ejercicio. Comprobar que el siguiente TRS es
débilmente ortogonal.

Ry : pred(suc(x)) — x;  Ro : suc(pred(x)) — x;
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Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

* Dado un TRS R = (F, R), siempre podemos
establecer una particion 7 = C & D de la sighatura
F donde:

* D={feF|(3FleL(R)). Root(l) = f}

[simbolos de funcion definidos (u operaciones)]
* C=F\D

[simbolos constructores]

* T(C,X). conjunto de los términos constructores.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

* Un patron es un término de la forma f(d,,) donde
f € Dy los argumentos dy,...,d, Son terminos
constructores o variables.

* Una regla de reescritura [ — r cumple la disciplina
de constructores si [ es un patron.

» Sitodas las reglas de un TRS cumplen la
disciplina de constructores, se dice que es un TRS
Basado en Constructores (CB).
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Sistemas de reescritura de téerminos

Clases de Sistemas de Reescritura.

* Ejemplo: El siguiente TRS es basado en
constructores.

Ry fla,x) = c(x);  Rs:gle(z),y) — 9(y,a).
Rs: f(x,b) — b;

* En un TRS basado en constructores los pares
criticos son siempre overlays.

* Ejercicio. Estudiar los TRSs de los ejemplos
anteriores y determinar a qué clase pertenecen.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Confluencia
* La confluencia de un TRS es indecidible en el
caso general.
* Es decidible para SRTs:
* terminantes:

* también para, SRTs (finitos) lineales por la
Izquierda y basicos por la derecha.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Confluencia: caracterizaciones sintacticas

* A pesar de las dificultades para establecer
establecer esta propiedad, existen
caracterizaciones sintacticas de la confluencia.

* Una caracterizacion sintactica es la que puede
establecerse mediante inspeccion del TRS, sin
necesidad de acudir a propiedades auxiliares
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Sistemas de reescritura de téerminos

Confluencia: caracterizaciones sintacticas

* Dos métodos para demostrar la confluencia son:

1. Analizar la convergencia de los pares criticos
del TRS.

2. Imponer restricciones sintacticas al TRS.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Confluencia: caracterizaciones sintacticas

* Teorema [Huet 1980]: Un TRS es localmente
confluente si y solo si todo par critico es
convergente.

* Ejercicio. Comprobar que el TRS

flz) — A; 9(f(x)) — f(H(z));  9(A) — B
flx) = g(f(2));  g(f(x)) — B;

es localmente confluente (estudiando la
convergencia de sus pares criticos).
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Sistemas de reescritura de términos

Confluencia: caracterizaciones sintacticas

* Teorema [Confluencia de los TRSs terminantes —
Huet 1980]: Un SRT terminante R es confluente si
y solo si todos sus pares criticos son
convergentes.

» La confluencia local, por si misma, no garantiza la
confluencia.

* Ejercicio. Comprobar que el TRS de la pagina
anterior (que no es terminante) no es confluente,
aungue vimos gue era localmente confluente.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Confluencia: caracterizaciones sintacticas

* Los TRS ortogonales cumplem el llamado parallel
moves lemma, un corolario de la propiedad de los
TRSs ortogonales de que los descendientes de un
redex continuan siendo redexes.

* La aplicacion reiterada del parallel moves lemma
esta en la base de las pruebas de muchas
propiedades de los sistemas ortogonales.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Confluencia: caracterizaciones sintacticas

* Lema [parallel moves lemma]: Dado un TRS
ortogonal, seant —* ¢y y seat — t; una paso de
reduccion dado al contraer un redex s de ¢.
Entonces, existe un reducto ¢35 de ¢; Y t9, que
puede encontrarse por contraccion en t, de todos
los descendientes del redex s que son
mutuamente disjuntos.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Confluencia: caracterizaciones sintacticas

* Todo TRS (debilmente) ortogonal es confluente.

» La sola condicion de no ambigiedad no garantiza
la confluencia.

* Ejemplo: El siguiente TRS es no ambiguo (¢ por
qué?), pero no es confluente.

flz,r) —a g(r) — c(g(z))
f(y,cly)) — b

(Ayuda: el término f(g(a), g(a)) tiene dos formas
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Sistemas de reescritura de términos

Terminacion

* Aunque la terminacion es una de las propiedades
mas importantes de los TRSs, simplemente
realizaremos unos comentarios esta (ver Baader &
Nipkow, 1998, para un tratamiento mas completo).

* La propiedad de saber si un SRT es terminante es
iIndecidible en el caso general

* Es habitual utilizar ordenes bien fundados (i.e.,
antirreflexivo, antisimetrico, transitivo, noetheriano)
en las pruebas de terminacion.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Terminacion

* Un orden estricto > sobre 7 (F,X) es un orden de
reescritura si:

1. Vi, s,8" € T(F,X)Vp e Pos(t),
s> s = t[s|p, > t[s]p, Y

2. (cerrado bajo sustituciones) Vo € Subst(F, X)
Vi, s e T(F,X), t>s=0o(t) > a(s).

* Un orden de reduccion es un orden de reescritura
bien fundado.
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sigue (dond
terminoty

Sistemas de reescritura de téerminos

Terminacion

* Ejemplo: El orden > sobre 7(F, X) definido como

e |t| es el numero de simbolos del
t|» el niumero de ocurrencias de x en t):

t > sSly SO

0 Si|t| > |s| Yy, paratodo =z € X, |t|, > |s],

es un orden de reduccion.

* Teorema: Un TRS es terminante si y solo si existe
un orden de reduccion que satisface [ > r para
toda regla de reescritura ! — r € R.
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Sistemas de reescritura de téerminos

Terminacion

* Ejemplo. Empleando el orden de reduccion del
Ejemplo anterior y el dltimo Teorema, puede
demostrarse la terminacion del TRS:

zor(True, False) — True
zvor(False, True) — True

zor(z,z) — False
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